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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XI1-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017
CLASA a X-a

Subiectul 1.

Aratati ca pentru orice n = 2, n € N au loc inegalitatile
3 < n[l+ 3" < 3 nl4
4 1+4™ 4 |3
Subiectul 2.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

V26x — 25 + {x2 — 29x + 27 = x2 — 3x — 25 + 3.

Subiectul 3.
Fiew € C\ R cu |w| # 1. Demonstrati ca functia f: C = C definita prin f(z) = z + w - Z este inversabila,
iar apoi determinati inversa ei.

Subiectul 4.

a) Fie z,, z, € C afixele punctelor A4, respectiv B. Aratati ca triunghiul OAB este echilateral daca si
numai daci 2z, = z,(1 £ iv/3), unde punctul O este originea axelor.
b) Aratati ca daca punctele 0(0,0), A(a, b) si B(c, d) sunt varfurile unui triunghi echilateral, atunci
3ac = 2b? — 5bd + 2d>.

Nota:

1) Timp de lucru 3 h.
2) Fiecare subiect se noteaza cu puncte dela 0 la 7.
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editia a XIl-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017
BAREM DE CORECTARE CLASA A X-A

Subiectul 1.
Aratati ca pentru orice n > 2, n € N au loc inegalitatile

3<n1+3"<3 n (4
4 1+4™ 4 3
Solutie:

Fiel <a <1+ a < b.Prinridicare la puterea n, inegalitatea devine
3"<1+3"<3"‘1
N T
3" 1+3" . . . . e om n
=< revine la inegalitatea adevaratd 3" < 4", n > 2
4n 1+4n
1+3" _ 3"71

Pentru < ——, avem
1440 " 4n-1
14+3* 1+3® 301437 3n1(14+3) 3n1.4 3nt
< < < < =
o 1+4n =~ 4n 4n 4n 4n 4n-1
Finalizare
Subiectul 2.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

V26x — 25+ /x2 —29x 4+ 27 = Yx2 —3x — 25 + 3

Solutie:

Folosind notatiile a = V26x — 25, b = Vx% — 29x + 27, ¢ = Vx% — 3x — 25, ecuatia revine la

{ atb=c+3 L (q+b)ab—3c)=0

a®+ b3 =c3+33

Dacd a + b = ¢ + 3 = 0, atunci ecuatia Vx2—-3x—-25+3=0
este echivalentd cu x? — 3x + 2 = 0 si admite solutiile x; = 1, x, = 2.

Dacda ab — 3c = 0 & ab = 3¢, atunci a + b = ¢ + 3, deci a, b sunt solutiile ecuatiei
t2—(c+3)t+3c=0,

care admite solutiile t; = c, t, = 3.

Consideram ca a = 3 si b = ¢, deci

{ V26x —25=3
3 3 = x = 2.
Vx2 = 29x + 27 = Yx2 — 3x — 25
Consideram ca a = c si b = 3, deci
{3\/26x —25 =3/x2—3x—25 € 1{029)
Vx2—29x+27=3 '

Solutia ecuatiei
x €{0,1,2,29}
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Subiectul 3.
Fiew € C\ Rcu |w| # 1. Demonstrati ca functia f: C — C definita prin f(z) = z + w - Z este inversabila, iar apoi
determinati inversa ei.
Solutie:
injectivitatea
Fie z;,z, € C astfel incat f(z,) = f(z,) . Atunci z; + wz; = z, + wZ,, ceea ce revine la
71— 2t w(Z;—2;) =0

Se deduce

=7+ w0(z1—2) =057 — 7, = —w(z, — 7)
Atunci, egaliatea f(z;) = f(z,) este echivalentd cu (1 — |w|?)(z; — z,) = 0, care implici z; = z,.
Deci functia f este injectiva. (3p)

surjectivitatea

Fie u € C pentru care f(z) = u. Atunci z + w Z = u, cCum zZ + wz = u, se obtine
u— wu

z= e € C.
Deci functia f este surjectiva. (3p)
In concluzie, functia f este bijectiva, deci inversabila.
Fie f~1:C - C inversa functiei f. Atunci (1p)

1
fl@= 1——|w|2(z — wZ).

Subiectul 4.
a) Fie z;, z, € C afixele punctelor A, respectiv B. Aratati ca triunghiul OAB este echilateral daca si numai
daci 2z, = z;(1 + iV/3), unde punctul O este originea axelor.
b) Aratati ca daca punctele 0(0,0), A(a, b) si B(c, d) sunt varfurile unui triunghi echilateral, atunci
3ac = 2b% — 5bd + 2d2.

Solutie:
a)
Daca AOAB este echilateral atunci [OA] = [OB] = [AB], ceeacerevine la |z,| = |z,| = |z, — z,|. (1p)
Avem z_z = | 1 de unde rezulta |z,| = |z,|. (1p)
1
Cumz, =z, (% + %g), se ob'gme |z, — z,| = |Z (—l + l\/—)| = |z;| = |z,| (1p)

b) Consideram afixele punctelor A(a, b) si B(c,d) cafiindz; = a+ bisiz, = c + di.

AOAB este echilateral implica z; G + %) = Z,.

Daca z, (% + %) = z,, atunci

iv3
(a+bl)< +T>=c+di
ceea ce revine la
{a—b\/§=2c (1p)
34+b=2d
Se obti a—ﬂ'c dedeu 3t
eobline a =—==§1¢ = —7=,
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3ac = 2b% — 5bd + 2d°.

(a+bi)(%—§>=c+di

£) = z,, atunci

. 1
Daca z; (E -

ceea ce revine la
{ a+bV3 =2c
a3 —b=-2d

: —2d+b . —d+2b .
Se obtine a = 5= 5 deci

3ac = 2b? — 5bd + 2d°.

.. Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282

I I Telefon si fax: 0262211943, mobil secretariat: 0730123630
1 g& L Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro
I

COLEGIUL NATIONAL
VASILE LUCACIU

MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

(1p)

(1p)

(1p)



